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SUR LA RE´DUCTION DES REPRE´SENTATIONS
CRISTALLINES DE DIMENSION 2 EN POIDS MOYENS
par
Laurent Berger & Christophe Breuil
Re´sume´. — On calcule la re´duction modulo p des repre´sentations cristallines de dimen-
sion 2 dont les poids de Hodge-Tate sont 0 et k − 1 avec k ∈ {p+ 2, · · · , 2p− 1}.
Abstract. — We compute the reduction modulo p of 2-dimensional crystalline represen-
tations whose Hodge-Tate weights are 0 and k − 1 with k ∈ {p+ 2, · · · , 2p− 1}.
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Introduction
Soit p un nombre premier et L une extension finie de Qp, dont on note OL, mL et
kL l’anneau des entiers, l’ide´al maximal, et le corps re´siduel. Si k est un entier > 2 et
Classification mathe´matique par sujets (2000). — 11F.
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ap ∈ mL on de´finit le ϕ-module filtre´ Dk,ap par Dk,ap = Le⊕ Lf ou` :{
ϕ(e) = pk−1f
ϕ(f) = −e + apf
et FiliDk,ap =

Dk,ap si i 6 0,
Le si 1 6 i 6 k − 1,
0 si i > k.
Ce ϕ-module filtre´ est admissible, et on sait (par le the´ore`me principal de [CF00]) qu’il ex-
iste alors une repre´sentation cristalline Vk,ap de Gal(Qp/Qp) telle que Dcris(V
∗
k,ap
) = Dk,ap
(on passe au dual pour que les notations soient compatibles avec celles de [Bre03b] et
[BLZ04] ; remarquons tout de meˆme que l’on a V ∗k,ap = Vk,ap(1−k)). Toute repre´sentation
cristalline absolument irre´ductible de dimension 2 de Gal(Qp/Qp) est la tordue par un
caracte`re cristallin d’une Vk,ap avec k > 2.
Si Tk,ap est un OL-re´seau de Vk,ap stable par Gal(Qp/Qp), alors la semi-simplifie´e de
kL ⊗OL Tk,ap ne de´pend pas du choix du re´seau et nous la notons V k,ap. La question se
pose alors de donner une formule pour V k,ap en termes de k et ap. Dans [Bre03b], une
formule conjecturale est donne´e pour V k,ap quand 2p > k > 2.
Quand k 6 p, cette conjecture suit imme´diatement de la « the´orie de Fontaine-
Laffaille » (cf. [FL82]). Quand k = p + 1 ou bien quand 2p − 1 > k > p + 2 et
val(ap) > 1 (la valuation « val » e´tant la valuation p-adique) ou bien encore quand
k = 2p et val(ap) > 2, la conjecture est de´montre´e dans [BLZ04]. L’objet de cet article
est de de´montrer la conjecture pour 2p− 1 > k > p + 2 quand 0 < val(ap) 6 1 ce qui en
comple`te la de´monstration pour k 6 2p− 1. Notons ω le caracte`re cyclotomique modulo
p et µλ le caracte`re non-ramifie´ de Gal(Qp/Qp) qui envoie Frob
−1
p sur λ. On a alors le
the´ore`me suivant qui vient comple´ter [Bre03b, proposition 6.2] et [BLZ04, theorem] :
The´ore`me. — Pour 2p−1 > k > p+2, la re´duction modulo p des repre´sentations Vk,ap
est donne´e par les formules ci-dessous.
1. Pour k = p + 2 :
(a) si 1 > val(ap) > 0, alors V k,ap = ind(ω
2
2).
(b) si val(ap) = 1, et si λ est une racine du polynoˆme λ
2 − ap/pλ+ 1 = 0, alors
V k,ap =
(
ωµλ 0
0 ωµλ−1
)
.
2. Pour 2p− 1 > k > p+ 3 :
(a) si 1 > val(ap) > 0, alors V k,ap = ind(ω
k−p
2 ).
(b) si val(ap) = 1, et si λ = ap/p · (k − 1), alors
V k,ap =
(
ωk−2µλ 0
0 ωµλ−1
)
.
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Ce the´ore`me est la re´union des corollaires 2.2.4, 2.2.7 et 3.3.7. La de´monstration est
diffe´rente selon que val(ap) = 1 ou que 1 > val(ap) > 0. Dans le premier cas, on se borne a`
e´tendre les calculs de [BLZ04] qui traitaient du cas val(ap) > 1. Dans le deuxie`me cas, on
utilise les ide´es de [Bre03a, Bre03b] qui consistent a` associer a` Vk,ap une repre´sentation
admissible de GL2(Qp) et a` ve´rifier, graˆce aux re´sultats de [Col04] et de [BB04], que
cette association (la « correspondance de Langlands p-adique continue ») est compatible
avec la re´duction modulo p (dans tout cet article, on fait l’abus de langage qui consiste
a` parler de « re´duction modulo p » quand on devrait plutoˆt parler de re´duction modulo
mL).
1. Rappels et notations
Comme l’objet de cet article est de calculer la re´duction modulo p de certaines repre´sen-
tations cristallines, nous supposons que le lecteur est familier avec la notion de repre´senta-
tion cristalline et de ϕ-module filtre´. Nous faisons quelques rappels sur la the´orie des
(ϕ,Γ)-modules, qui est essentielle pour la suite, et sur quelques uns de ses prolongements.
Pour des rappels beaucoup plus de´taille´s, nous renvoyons a` [Col04, §4,5]
1.1. Repre´sentations p-adiques et (ϕ,Γ)-modules. — Soit Γ = Gal(Qp(µp∞)/Qp)
et ε : Γ → Z×p le caracte`re cyclotomique et OE l’anneau OE = {
∑
i∈Z aiX
i} ou` ai ∈ OL
et a−i → 0 quand i → ∞. On munit cet anneau d’un frobenius OL-line´aire ϕ de´fini par
ϕ(X) = (1+X)p− 1 et d’une action OL-line´aire de Γ donne´e par γ(X) = (1+X)
ε(γ)− 1
si γ ∈ Γ. Un (ϕ,Γ)-module e´tale est un OE -module D de type fini muni d’un frobenius
semi-line´aire ϕ et d’une action de Γ semi-line´aire continue et commutant a` ϕ. Rappelons
que Fontaine a construit dans [Fon90, A.3.4] un foncteur T 7→ D(T ) qui a` toute OL-
repre´sentation de Gal(Qp/Qp) associe un (ϕ,Γ)-module e´tale et que ce foncteur est une
e´quivalence de cate´gories.
1.2. Modules de Wach. — Un module de Wach est un OL[[X ]]-module N muni d’un
frobenius ϕ et d’une action de Γ semi-line´aire continue et commutant a` ϕ, satisfaisant les
conditions suivantes :
1. N est libre de rang fini sur OL[[X ]] ;
2. le groupe Γ agit trivialement sur N/X ;
3. il existe h > 0 tel que N/ϕ∗(N) est tue´ par qh ou` q = ϕ(X)/X .
Le plus petit entier h ve´rifiant (3) ci-dessus est appele´ la hauteur du module de Wach N .
Si T est une OL-repre´sentation sans torsion telle que V = L ⊗OL T est cristalline a`
poids de Hodge-Tate 6 0, alors l’un des principaux re´sultats de [Ber02] est qu’il existe
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un (unique) module de Wach N(T ) tel que D(T ) = OE ⊗OL[[X]] N(T ). Posons alors
N(V ) = L ⊗OL N(T ) et Fil
iN(V ) = {x ∈ N(V ) tels que ϕ(x) ∈ qiN(V )}. Le L-espace
vectoriel N(V )/X he´rite de la filtration induite et du frobenius ϕ, ce qui en fait un ϕ-
module filtre´. Le the´ore`me III.4.4 de [Ber02] nous dit alors que N(V )/X ≃ Dcris(V ). On
en de´duit facilement le fait suivant :
Lemme 1.2.1. — Si N est un module de Wach et si V est une repre´sentation cristalline
telle que Dcris(V ) = N/X, alors le (ϕ,Γ)-module D(V ) associe´ a` V est isomorphe a`
E ⊗OL[[X]] N .
1.3. L’ope´rateur ψ et le module D♯(V ). — L’anneau OE est un ϕ(OE )-module libre
de rang p, dont une base est donne´e par {(1 + X)i}06i6p−1. Si x ∈ OE , on peut donc
e´crire x =
∑p−1
i=0 (1 + X)
iϕ(xi) et on de´finit un ope´rateur ψ : OE → OE par la formule
ψ(x) = x0 si x =
∑p−1
i=0 (1 +X)
iϕ(xi).
Si D est un (ϕ,Γ)-module e´tale sur OE , alors Colmez a de´fini dans [Col04, §4.5] un
sous-OL[[X ]]-module D
♯ de D. Si D = OE ⊗OL[[X]] N ou` N est un module de Wach de
hauteur h, alors D♯ est caracte´rise´ par les proprie´te´s suivantes (cf. [Col04, §4] et [BB04,
§3]) :
1. D♯ ⊂ X−h−1N ;
2. quels que soient x ∈ D et j > 0, il existe n(x, j) > 0 tel que ψn(x) ∈ D♯ + pjD si
n > n(x, j) ;
3. l’ope´rateur ψ induit une surjection de D♯ sur lui-meˆme.
Le OL[[X ]]-module D
♯ est donc stable par ψ et aussi sous l’action de Γ. Nous l’utiliserons
un peu plus loin, au paragraphe 3.1.
2. Calcul de la re´duction : le cas val(ap) = 1
Dans ce chapitre, on construit les modules de Wach associe´s aux repre´sentations V ∗k,ap
pour 2p−1 > k > p+2 et val(ap) = 1 puis on utilise les formules explicites ainsi obtenues
pour calculer V k,ap.
2.1. Construction du module de Wach. — La construction des modules de Wach
associe´s aux repre´sentations V ∗k,ap est la meˆme que celle que l’on a donne´e dans [BLZ04]
(mais attention au fait que les notations sont le´ge`rement diffe´rentes). Nous en rappelons
ici les points essentiels. Pour n > 1, on pose qn = ϕ
n−1(ϕ(X)/X) ce qui fait en particulier
que q1 = q = ϕ(X)/X et on de´finit deux se´ries λ+ et λ− par les formules :
λ+ =
∏
n>0
ϕ2n+1(q)
p
=
q2
p
×
q4
p
×
q6
p
× · · · et λ− =
∏
n>0
ϕ2n(q)
p
=
q1
p
×
q3
p
×
q5
p
× · · ·
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Puisque l’on suppose que val(ap) = 1, la proposition suivante re´sulte du (4) de [BLZ04,
proposition 3.1.1] :
Proposition 2.1.1. — Si l’on e´crit ap(λ−/λ+)
k−1 =
∑
i>0 αiX
i, alors val(αi) > 0 pour
i ∈ {0, · · · , k − 2}.
On pose alors α = α0+α1X+· · ·+αk−2X
k−2 ainsi que g± = λ±/γ(λ±) et on de´finit une
matrice P ∈ M2(OL[[X ]]) et, pour tout γ ∈ Γ, une matrice G
(k−1)
γ ∈ Id +X ·M2(OL[[X ]])
par les formules :
P =
(
0 −1
qk−1 α
)
et G(k−1)γ =
(
gk−1+ 0
0 gk−1−
)
.
Proposition 2.1.2. — Si γ ∈ Γ, alors il existe une unique matrice Gγ ∈ M2(OL[[X ]])
telle que :
1. Pϕ(Gγ) = Gγγ(P ) ;
2. Gγ ≡ G
(k−1)
γ mod Xk−1 ·M2(OL[[X ]]).
De´monstration. — Montrons tout d’abord l’unicite´ de la matrice Gγ. Si Gγ et G
′
γ sont
deux matrices satisfaisant les conditions de la proposition et si l’on poseH = G′γG
−1
γ , alors
un petit calcul montre que HP = Pϕ(H) ce qui fait que si l’on e´crit H = Id+HℓX
ℓ+ · · ·
avec Hℓ ∈ M2(OL) et Hℓ 6= 0 et que P0 de´note le coeffcient constant de P , alors on a
HℓP0 = p
ℓP0Hℓ ce qui implique que P0 a deux valeurs propres dont le quotient est p
ℓ.
Comme ℓ > k − 1 par la condition (2) de la proposition, ce n’est pas possible et H = Id
et donc Gγ = G
′
γ .
La de´monstration de l’existence de Gγ est semblable a` celle qui est donne´e dans la
preuve de [BLZ04, proposition 3.1.3], nous en rappelons ici les points essentiels. Un
calcul direct montre qu’il existe R(k−1) ∈ M2(OL[[X ]]) telle que :
G(k−1)γ − Pϕ(G
(k−1)
γ )γ(P
−1) = Xk−1R(k−1).
La fin de la de´monstration consiste a` montrer par re´currence sur ℓ > k qu’il existe deux
matrices R(ℓ) et G
(ℓ)
γ a` coefficients dans OL[[X ]] telles que :
1. G
(ℓ)
γ ≡ G
(ℓ−1)
γ mod Xℓ−1 ;
2. G
(ℓ)
γ − Pϕ(G
(ℓ)
γ )γ(P−1) = XℓR(ℓ).
Ceci se de´montre par approximations successives, et il suffit alors de prendre Gγ =
limℓ→+∞G
(ℓ)
γ .
On de´finit alors un module de Wach Nk,ap = OL[[X ]]e ⊕ OL[[X ]]f en de´cidant que les
matrices de ϕ et de γ ∈ Γ dans la base {e, f} sont donne´es par P et Gγ. Le (2) de la
proposition 2.1.2 montre que Gγη = Gγγ(Gη) et donc que cela de´finit bien une action
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semi-line´aire de Γ, et le (1) de la proposition implique que ϕ commute a` cette action du
groupe Γ.
Proposition 2.1.3. — Le (ϕ,Γ)-module E ⊗OL[[X]] Nk,ap est isomorphe a` D(V
∗
k,ap
).
De´monstration. — Par le lemme 1.2.1, il suffit de ve´rifier que le ϕ-module filtre´ Nk,ap/X
est bien isomorphe a` Dk,ap ce que nous laissons en exercice au lecteur (c’est [BLZ04,
proposition 3.2.4]).
2.2. Calcul de la re´duction. — L’objet de ce paragraphe est d’utiliser les formules ex-
plicites du paragraphe pre´ce´dent pour calculer la re´duction modulo p des repre´sentations
Vk,ap quand 2p− 1 > k > p+ 2 et val(ap) = 1.
Lemme 2.2.1. — Si β = ap/p · (k − 1), alors il existe u(X) ∈ 1 + X · kL[[X ]] tel que
α = β · u(X) ·Xp−1.
De´monstration. — Rappelons que α a e´te´ de´fini comme la partie de degre´ 6 k − 2 de la
se´rie :
ap ·
(
(q1/p) · (q3/p) · (q5/p) · · ·
(q2/p) · (q4/p) · · ·
)k−1
= ap ·
(
q1
p
)k−1(
(q3/p) · (q5/p) · · ·
(q2/p) · (q4/p) · · ·
)k−1
.
On sait que q1(0) = p et que q1 ≡ X
p−1 mod p et donc que si n > 1, alors qn(0) = p et
qn ≡ X
pn−1(p−1) mod p ce qui fait que la partie de degre´ 6 k − 2 de la se´rie (qn/p)
±1 est
a` coefficients dans Zp si n > 2. On en conclut qu’il existe une se´rie v(X) ∈ 1+X ·Zp[[X ]]
telle que α est la partie de degre´ 6 k − 2 de la se´rie :
ap
(
1 +
Xp−1
p
)k−1
v(X) = ap
(
1 + (k − 1)
Xp−1
p
)
v(X) +O(X2(p−1)).
Le lemme en re´sulte imme´diatement, puisque k − 2 < 2(p− 1).
Nous allons maintenant passer au calcul proprement dit de la re´duction modulo p.
Le cas 2p − 1 > k > p + 3. — Le cas k = p + 2 se comporte de manie`re le´ge`rement
diffe´rente du cas k > p+3, et nous commenc¸ons par traiter ce dernier. Nous allons montrer
que le (ϕ,Γ)-module D(T
∗
k,ap) contient un sous-objet de rang 1 que nous identifions. Dans
ce paragraphe, on pose λ = β = ap/p · (k − 1).
Lemme 2.2.2. — Si k > p+ 3, alors il existe une unique se´rie z ∈ 1 +X · kL[[X ]] telle
que :
z − uϕ(z) +
Xk−p−2
λ2
ϕ2(z) = 0
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De´monstration. — Un calcul imme´diat montre d’une part que l’application z 7→ uϕ(z)−
(Xk−p−2/λ2)ϕ2(z) pre´serve 1 + X · kL[[X ]] (c’est la` qu’on utilise le fait que k − p − 2 >
1) et d’autre part que si r > 1 est tel que Xr divise z, alors Xpr divise uϕ(z) −
(Xk−p−2/λ2)ϕ2(z). Ceci implique que l’application z 7→ uϕ(z) − (Xk−p−2/λ2)ϕ2(z) est
contractante pour la topologie X-adique sur 1 + X · kL[[X ]] et donc qu’elle y admet un
unique point fixe.
On pose alors :
δ = −
ϕ(z)
λ
e
Xp
+ z
f
X
∈ D(T
∗
k,ap) = kL((X))⊗kL[[X]] Nk,ap.
Proposition 2.2.3. — La kL((X))-droite engendre´e par δ est un sous-(ϕ,Γ)-module de
D(T
∗
k,ap) qui correspond a` la sous-repre´sentation ω
−1µλ ⊂ T
∗
k,ap.
De´monstration. — Un calcul imme´diat montre que ϕ(δ) = λδ. Si γ ∈ Γ, alors rappelons
que γ(e)− gk−1+ e et γ(f)− g
k−1
− f appartiennent a` X
k−1 · kL[[X ]]e⊕X
k−1 · kL[[X ]]f et donc
que si x, y ∈ kL[[X ]], alors :
γ
(
x
e
Xp
+ y
f
X
)
= x′
e
Xp
+ y′
f
X
,
avec
x′ ≡ γ(x)
Xp
γ(Xp)
gk−1+ ≡ xω(γ)
−1 mod X
et
y′ ≡ γ(y)
X
γ(X)
gk−1− ≡ yω(γ)
−1 mod X.
Si l’on pose x = −ϕ(z)/λ et y = z, et que x′ et y′ sont de´finis comme ci-dessus, alors :
ϕ
(
x′
e
Xp
+ y′
f
X
)
= ϕ ◦ γ(δ) = γ ◦ ϕ(δ) = γ(λδ) = λ
(
x′
e
Xp
+ y′
f
X
)
ce qui fait que ω(γ)y′ satisfait les conditions du lemme 2.2.2 et donc que y′ = ω(γ)−1z et
que x′ = −ω(γ)−1ϕ(z)/λ ce qui fait que γ(δ) = ω(γ)−1δ.
La droite kL((X))δ est donc un (ϕ,Γ)-module de rang 1 avec ϕ(δ) = λδ et γ(δ) =
ω(γ)−1δ ; ce (ϕ,Γ)-module correspond au caracte`re ω−1µλ.
La proposition 2.2.3 montre que T
∗
k,ap contient comme sous-repre´sentation le caracte`re
ω−1µλ et donc que V k,ap (e´tant semi-simple) contient comme sous-repre´sentation le car-
acte`re ωµλ−1. Comme det V k,ap = ω
k−1, on en de´duit finalement que :
Corollaire 2.2.4. — Si 2p− 1 > k > p+ 3 et val(ap) = 1 et λ = ap/p · (k − 1), alors :
V k,ap =
(
ωk−2µλ 0
0 ωµλ−1
)
.
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Classe de l’extension pour k = p + 3 et λ = ±1. — On conserve les notations du
paragraphe pre´ce´dent ; quand k = p + 3 et λ = ±1, on a V k,ap = (ω ⊕ 1) ⊗ ω
−2µλ et
la question se pose alors de savoir si, avant semi-simplification, la re´duction modulo p
de Vk,ap est peu ramife´e ou tre`s ramifie´e. La re´ponse a` cette question est donne´e par le
the´ore`me suivant :
The´ore`me 2.2.5. — Si k = p+ 3 et λ = ±1, alors :
T
∗
k,ap =
(
ω ⋆
0 1
)
⊗ ω−2µλ,
ou` ⋆ est non-trivial et peu ramifie´.
De´monstration. — Nous ne donnons ici que les grandes lignes de la de´monstration de ce
the´ore`me. Rappelons que si l’on pose comme ci-dessus :
δ = −
ϕ(z)
λ
e
Xp
+ z
f
X
,
alors ϕ(δ) = λδ et γ(δ) = ω(γ)−1δ. Un calcul montre que :
ϕ
( e
zXp+1
)
=
1
ϕ(z)zX
(
z
f
X
−
ϕ(z)
λ
e
Xp
)
+
1
λ
e
zXp+1
,
et donc que la matrice de ϕ dans la base (δ, e/zXp+1) est donne´e par :
Mat(ϕ) =
(
λ 1
zϕ(z)
1
X
0 λ
)
.
De meˆme, on ve´rifie que la matrice de γ est donne´e par :
Mat(γ) =
(
ω(γ)−1 X2vγ(X)
0 ω(γ)−2
)
,
ou` vγ(X) ∈ kL[[X ]].
Apre`s torsion par ω2µλ, on obtient donc une extension du (ϕ,Γ)-module trivial par
celui de Fp(1), extension donne´e par la classe :
cl
(
1
X
(λ+ · · · ), X2(1 + · · · )
)
∈ H1 (Cϕ,γ(Qp,Fp(1))) ,
dans les notations de [CC99, §I.4]. Cette classe est non-triviale par les lemmes I.5.2 et
I.5.5 de [CC99] car l’image de −ψ(X−1(λ + · · · )) est non-nulle dans D(Fp(1))/(ψ − 1).
Pour terminer, il faut faire le calcul explicite de l’image de l’application de Kummer en
termes de (ϕ,Γ)-modules, ce qui est fait en partie dans [CC99, §V.3] et en partie dans
[Ben00, §2.1] ; on en conclut notamment que les extensions tre`s ramifie´es correspondent
aux classes cl(x, y) telles que la se´rie formelle y a un re´sidu non-nul en X = 0, ce qui
n’est pas le cas ici.
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Le cas k = p + 2. — Revenons au calcul de V k,ap ; dans le cas k = p + 2, l’analogue du
lemme 2.2.2 du paragraphe pre´ce´dent est faux (parce que Xk−p−2 = 1) et il faut proce´der
un petit peu diffe´rement.
Remarquons que le kL[[X ]]-module engendre´ par e/X
p et f/X est stable par ϕ et que
la matrice Q de ϕ dans cette base ve´rifie Q ∈ GL2(kL[[X ]]) (ce qui n’e´tait pas le cas si
2p− 1 > k > p+ 3).
Lemme 2.2.6. — Si Q ∈ GL2(kL[[X ]]), alors il existe M ∈ Id+X ·M2(kL[[X ]]) telle que
M−1Qϕ(M) = Q(0).
De´monstration. — Si on e´crit Q =
∑
i>0QiX
i et M =
∑
i>0MiX
i avec M0 = Id,
alors on ve´rifie aise´ment que les Mi sont donne´s par re´currence par la formule Mi =
(
∑⌊i/p⌋
j=0 Qi−pjMj)Q
−1
0 .
Un calcul facile montre que :
Q(0) =
(
0 −1
1 β
)
.
Si λ est une racine dans kL du polynoˆme λ
2−βλ+1 = 0 (on suppose que kL contient cette
racine, ce qui est possible quitte a` agrandir L), alors le lemme 2.2.6 ci-dessus montre que le
kL[[X ]]-module engendre´ par e/X
p et f/X a une base e′, f ′ dans laquelle on a ϕ(e′) = λe′
et ϕ(f ′) = λ−1f ′.
Le fait que si γ ∈ Γ, alors γ(e)−gk−1+ e et γ(f)−g
k−1
− f appartiennent a` X
k−1 ·kL[[X ]]e⊕
Xk−1 · kL[[X ]]f implique par ailleurs que la matrice de γ dans la base e
′, f ′ est scalaire
et diagonale. Comme γ(e/Xp) − ω(γ)−1e/Xp et γ(f/X) − ω(γ)−1f/X appartiennent a`
X · kL[[X ]](e/X
p) ⊕ X · kL[[X ]](f/X), on voit que γ agit par ω(γ)
−1, et donc finalement
que T
∗
k,ap = ω
−1µλ ⊕ ω
−1µλ−1 et donc que :
Corollaire 2.2.7. — Si k = p + 2 et val(ap) = 1 et λ est une racine du polynoˆme
λ2 − ap/pλ+ 1 = 0, alors :
V k,ap =
(
ωµλ 0
0 ωµλ−1
)
.
3. Calcul de la re´duction : le cas 0 < val(ap) < 1
Le calcul de V k,ap quand 0 < val(ap) < 1 se fait par des me´thodes comple`tement
diffe´rentes de celles du paragraphe pre´ce´dent. On utilise ici la « correspondance de Lang-
lands p-adique continue ».
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3.1. Une repre´sentation du Borel supe´rieur. — Soient Nk,ap le module de Wach
du dual T ∗k,ap d’un re´seau Tk,ap de Vk,ap, D
♯(Tk,ap) le sous-OL[[X ]]-module de X
−kNk,ap
de´fini au paragraphe 1.3 et lim
←−ψ
D♯(Tk,ap) l’ensemble des suites {vn}n>0 d’e´le´ments vn ∈
D♯(Tk,ap) telles que ψ(vn+1) = vn. On e´crit lim←−ψ
D♯(Vk,ap) pour L⊗OL lim←−ψ
D♯(Tk,ap). On
de´finit une action du sous-groupe de Borel supe´rieur B(Qp) de GL2(Qp) :
B(Qp) =
{(
∗ ∗
0 ∗
)}
⊂ GL2(Qp)
sur lim
←−ψ
D♯(Vk,ap) de la manie`re suivante. Tout e´le´ment g ∈ B(Qp) peut s’e´crire comme
produit :
g =
(
x 0
0 x
)
·
(
1 0
0 pj
)
·
(
1 0
0 a
)
·
(
1 z
0 1
)
,
ou` x ∈ Q×p , j ∈ Z, a ∈ Z
×
p et z ∈ Qp. Si v = {vn}n>0 ∈ lim←−ψ
D♯(Vk,ap), alors on pose pour
n > 0 : ((
x 0
0 x
)
· v
)
n
= xk−20 vn ou` x = p
val(x)x0 ;((
1 0
0 pj
)
· v
)
n
= vn−j = ψ
j(vn);((
1 0
0 a
)
· v
)
n
= γa(vn) ou` γa ∈ Γ est tel que ε(γa) = a ;((
1 z
0 1
)
· v
)
n
= ψm((1 +X)p
n+mzvn+m), n +m > −val(z).
Si χ est un caracte`re cristallin de Gal(Qp/Qp), on note Vk,ap,χ = Vk,ap ⊗ χ. Dans
[Bre03b], il est construit des repre´sentations localement alge´briques de GL2(Qp) sur L
note´es Πk,ap,χ ainsi que des OL-re´seaux Θk,ap,χ ⊂ Πk,ap,χ stables par GL2(Qp) pour k 6 2p.
Soit Π(Vk,ap,χ) le comple´te´ p-adique de Πk,ap,χ par rapport a` Θk,ap,χ. La notation Π(Vk,ap,χ)
est justifie´e par le fait que dans [BB04] il est de´montre´, en utilisant l’ide´e principale de
[Col04], que, lorsque le Frobenius sur Dk,ap est semi-simple, alors on a un isomorphisme
topologique B(Qp)-e´quivariant entre le Banach dual Π(Vk,ap,χ)
∗ (muni de sa topologie
faible) et lim
←−ψ
D♯(Vk,ap,χ).
D’autre part, les re´ductions kL ⊗OL Θk,ap,χ ont e´te´ de´termine´es explicitement dans
[Bre03b] : dans les cas qui nous inte´ressent (p+ 2 6 k 6 2p et 0 < val(ap) < 1) ce sont
des repre´sentations supersingulie`res de GL2(Qp). Ce sont ces formules explicites et le lien
entre Π(Vk,ap,χ) et lim←−ψ
D♯(Vk,ap,χ) qui vont nous permettre de calculer V k,ap.
3.2. Repre´sentations modulaires et supersingulie`res. — Rappelons que dans
[Bre03a], on donne la liste de ces repre´sentations supersingulie`res de GL2(Qp), que nous
allons rappeler pour la convenance du lecteur. Si r ∈ {0, · · · , p − 1} et si χ : Q×p → k
×
L
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est un caracte`re continu, on pose :
π(r, 0, χ) =
[(
ind
GL2(Qp)
GL2(Zp)Q
×
p
Symrk2L
)
/T
]
⊗ (χ ◦ det),
ou` T est un certain ope´rateur de Hecke. Par [Bre03a, the´ore`me 1.3], les entrelacements
entre les π(r, 0, χ) sont les suivants :
π(r, 0, χ) ≃π(r, 0, χµ−1)
π(r, 0, χ) ≃π(p− 1− r, 0, χωr)
π(r, 0, χ) ≃π(p− 1− r, 0, χωrµ−1).
On peut d’autre part faire une liste des repre´sentations absolument irre´ductibles de
Gal(Qp/Qp) de dimension 2 sur kL. Si r ∈ {0, · · · , p − 1} et si χ : Q
×
p → k
×
L est un
caracte`re continu, que l’on identifie a` un caracte`re continu de Gal(Qp/Qp) via le corps
de classes (normalise´ pour que p ∈ Q×p s’envoie sur Frob
−1
p ), alors on pose :
ρ(r, χ) = (ind(ωr+12 ))⊗ χ.
On obtient ainsi toutes les repre´sentations absolument irre´ductibles de Gal(Qp/Qp) de
dimension 2 sur kL, et les entrelacements entre les ρ(r, χ) sont les suivants :
ρ(r, χ) ≃ρ(r, χµ−1)
ρ(r, χ) ≃ρ(p− 1− r, χωr)
ρ(r, χ) ≃ρ(p− 1− r, χωrµ−1).
On en de´duit une bijection « naturelle » entre les deux classes de repre´sentations.
3.3. Application aux repre´sentations Vk,ap. — On suppose que le Frobenius
sur Dk,ap est semi-simple. Commenc¸ons par voir que la donne´e d’un re´seau Π
0
k,ap,χ
de Π(Vk,ap,χ) (i.e. d’une boule unite´ stable par GL2(Qp) de ce Banach) et donc de
Π(Vk,ap,χ)
∗ ≃ lim
←−ψ
D♯(Vk,ap,χ) de´termine un re´seau Tk,ap,χ de Vk,ap,χ stable par Gal(Qp/Qp)
tel que (Π0k,ap,χ)
∗ ≃ lim
←−ψ
D♯(Tk,ap,χ) :
Lemme 3.3.1. — Si M est un OL-re´seau de lim←−ψ
D♯(Vk,ap,χ) qui est stable par B(Qp),
alors il existe un OL-re´seau Tk,ap,χ de Vk,ap,χ stable par Gal(Qp/Qp) et tel que M =
lim
←−ψ
D♯(Tk,ap,χ).
De´monstration. — Soit pr0 : lim←−ψ
D♯(Vk,ap,χ) → D
♯(Vk,ap,χ) la projection {vn} 7→ v0 et
M0 = pr0(M). Par le lemme 4.57 de [Col04], on a M = lim←−ψ
M0 ce qui fait que M0
est un OL[[X ]]-re´seau stable par ψ et Γ de D
♯(Vk,ap,χ) et donc que OE ⊗OL[[X]] M0 est
un OE -re´seau de D(Vk,ap,χ). Par fonctorialite´ des (ϕ,Γ)-modules, il existe un OL-re´seau
Tk,ap,χ de Vk,ap,χ stable par Gal(Qp/Qp) tel que OE ⊗OL[[X]] M0 = D(Tk,ap,χ) et donc tel
que M = lim
←−ψ
D♯(Tk,ap,χ).
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Par [Col04, proposition 4.50] on a un isomorphisme topologique B(Qp)-equivariant :
kL ⊗OL (Π
0
k,ap,χ)
∗ ≃ lim
←−
ψ
D♯(kL ⊗OL Tk,ap,χ).
Remarque 3.3.2. — Par [Bre03b], kL ⊗OL (Π
0
k,ap,χ
)∗ est un kL[[GL2(Zp)]]-module de
type fini, donc muni d’une unique topologie se´pare´e telle que l’action de kL[[GL2(Zp)]]
soit continue (de´duite de la topologie d’anneau noethe´rien compact de kL[[GL2(Zp)]]).
Par ailleurs, kL ⊗OL Π
0
k,ap,χ
est limite inductive d’espaces vectoriels de dimension finie
sur kL (donc finis) fixes sous l’action de sous-groupes ouverts de plus en plus petits de
GL2(Zp). On ve´rifie facilement que la topologie de kL ⊗OL (Π
0
k,ap,χ
)∗ s’identifie alors a` la
topologie de la limite projective du dual alge´brique (kL ⊗OL Π
0
k,ap,χ
)∗. La topologie de
lim
←−ψ
D♯(kL⊗OL Tk,ap,χ) est la topologie de la limite projective, chaque D
♯(kL⊗OL Tk,ap,χ)
e´tant muni de la topologie X-adique.
On pose Πk,ap,χ = kL ⊗OL Π
0
k,ap,χ
. Si 2 6 k 6 p et Vk,ap,χ est telle que V k,ap,χ est
irre´ductible, alors V k,ap,χ correspond bien a` Πk,ap,χ sous la bijection naturelle du para-
graphe pre´ce´dent et on obtient toutes les repre´sentations supersingulie`res de GL2(Qp) de
cette manie`re (voir [Bre03b]).
Lemme 3.3.3. — Si U est une repre´sentation irre´ductible de Gal(Qp/Qp) de dimension
2 sur kL, et si M est un sous-OL[[X ]]-module non-nul de D
♯(U) stable par ψ et Γ, alors
M = D♯(U).
De´monstration. — Commenc¸ons par remarquer que pour tout polynoˆme P ∈ kL[X ], on
a D(U)P (ϕ)=0 = 0 parce que (cf. la preuve du (iii) de la remarque 5.5 de [Col04]) on a :
D(U)P (ϕ)=0 ⊂ (Fp ⊗Fp U)
Gal(Qp/Qp(µp∞ )) ⊂ Fp ⊗Fp U
Gal(Qp/Q
ab
p ) = 0.
Le lemme suit alors de la proposition 4.47 de [Col04] (ou plus exactement de sa
de´monstration, en remarquant que la de´monstration n’utilise pas le fait que ψ :M →M
est surjectif).
Proposition 3.3.4. — Si U est une repre´sentation irre´ductible de Gal(Qp/Qp) de di-
mension 2 sur kL, alors la repre´sentation lim←−ψ
D♯(U) de B(Qp) est topologiquement
irre´ductible.
De´monstration. — Soit prj : lim←−ψ
D♯(U)→ D♯(U) la projection {vn} 7→ vj. Si M est un
sous-espace ferme´ et stable par B(Qp) de lim←−ψ
D♯(U), on note Mj l’image de prj : M →
D♯(U). On voit que Mj est un sous-OL[[X ]]-module non-nul de D
♯(U) stable par ψ et Γ
ce qui fait que, par le lemme 3.3.3, Mj = D
♯(U). On en de´duit que M est dense dans
lim
←−ψ
D♯(U) et donc finalement que M = lim
←−ψ
D♯(U) ce qui fait que lim
←−ψ
D♯(U) est bien
topologiquement irre´ductible.
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Proposition 3.3.5. — Si Π est une repre´sentation supersingulie`re de GL2(Qp) sur kL,
alors sa restriction a` B(Qp) est irre´ductible.
De´monstration. — Par ce qui pre´ce`de et par la remarque 3.3.2, le dual alge´brique Π∗ de Π
avec sa topologie profinie est topologiquement et de fac¸on B(Qp)-e´quivariante isomorphe
a` lim
←−ψ
D♯(V k,ap,χ) pour un V k,ap,χ convenable avec 2 6 k 6 p. Par la proposition 3.3.4,
Π∗ est donc une repre´sentation topologiquement irre´ductible de B(Qp). On en de´duit que
Π est irre´ductible (un quotient strict de Π stable par B(Qp) fournirait par dualite´ un
sous-espace ferme´ strict de Π∗ stable par B(Qp)).
Proposition 3.3.6. — Si U1, U2 sont deux repre´sentations irre´ductibles de Gal(Qp/Qp)
de dimension 2 sur kL et s’il existe une application B(Qp)-e´quivariante continue et non-
nulle f : lim
←−ψ
D♯(U1)→ lim←−ψ
D♯(U2), alors U1 ≃ U2.
De´monstration. — La de´monstration est analogue a` celle de la proposition 3.4.3 de
[BB04]. Notons comme ci-dessus pr0 : lim←−ψ
D♯(U)→ D♯(U) la projection {vn} 7→ v0.
Commenc¸ons par montrer que si v = {vn} ∈ lim←−ψ
D♯(U1), alors pr0 ◦ f(v) ne de´pend
que de v0 = pr0(v). Soit Kn l’ensemble des v ∈ lim←−ψ
D♯(U1) dont les n premiers termes
sont nuls, ce qui fait que pour n > 1, Kn est un sous-OL[[X ]]-module ferme´ et stable
par ψ et Γ de lim
←−ψ
D♯(U1) et que ψ(Kn) = Kn+1. On en de´duit que pr0 ◦ f(Kn) est
un sous-OL[[X ]]-module ferme´ et stable par ψ et Γ de D
♯(U2). Le lemme 3.3.3 implique
alors que soit pr0 ◦ f(Kn) = 0, soit pr0 ◦ f(Kn) = D
♯(U2). Enfin, on voit que ψ(pr0 ◦
f(Kn)) = pr0 ◦ f(Kn+1) et que pr0 ◦ f(Kn) = 0 si n ≫ 0 par continuite´. Cela implique
que pr0 ◦ f(Kn) = 0 pour tout n > 1 et donc que si v0 = 0, alors pr0 ◦ f(v) = 0.
Pour tout w ∈ D♯(U1), soit w˜ un e´le´ment de lim←−ψ
D♯(U1) tel que w˜0 = w. Les calculs
pre´ce´dents montrent que l’application h : D♯(U1)→ D
♯(U2) donne´e par h(w) = pr0◦f(w˜)
est bien de´finie, et qu’elle est OL[[X ]]-line´aire et commute a` ψ et a` l’action de Γ. Par les
propositions 4.7 et 4.55 de [Col04], elle s’e´tend en une application de (ϕ,Γ)-modules
h : D(U1) → D(U2) et par fonctorialite´, on en de´duit qu’il existe une application non-
nulle et Gal(Qp/Qp)-e´quivariante de U1 dans U2, ce qui fait que par le lemme de Schur,
on a U1 ≃ U2.
Corollaire 3.3.7. — Si 2p > k > p+ 2 et 0 < val(ap) < 1, alors V k,ap = ind(ω
k−p
2 ).
De´monstration. — Notons d’abord que, sous les conditions de l’e´nonce´, le Frobenius sur
Dk,ap est toujours semi-simple (ve´rification facile). La proposition 5.8 de [Bre03a] montre
que :
Πk,ap ≃ π(2p− k, 0, ω
k−1−p) = π(k − p− 1, 0, 1)
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et la proposition 3.3.5 (ou plutoˆt sa preuve) entraˆıne que la restriction de Π
∗
k,ap ≃
lim
←−ψ
D♯(V k,ap) a` B(Qp) est topologiquement irre´ductible. On en de´duit que V k,ap est elle-
meˆme irre´ductible (s’il existait une sous-repre´sentation stricte U de V k,ap, on en de´duirait
l’existence d’un sous-espace ferme´ lim
←−ψ
D♯(U) de lim
←−ψ
D♯(V k,ap) stable sous B(Qp)).
On a d’autre part un isomorphisme lim
←−ψ
D♯(ρ(k−p−1, 1)) ≃ π(k−p−1, 0, 1)∗ (par la
proposition 6.2 de [Bre03b] par exemple) et donc un isomorphisme topologique et B(Qp)-
e´quivariant lim
←−ψ
D♯(ρ(k− p− 1, 1)) ≃ lim
←−ψ
D♯(V k,ap) ce qui fait, par la proposition 3.3.6,
que l’on a bien V k,ap ≃ ρ(k − p− 1, 1) = ind(ω
k−p
2 ).
Remarque 3.3.8. — Ce corollaire est un cas particulier de la conjecture selon laquelle
lorsque l’on re´duit modulo p, la correspondance Vk,ap,χ ↔ Πk,ap,χ est compatible avec la
correspondance modulo p rappele´e plus haut (et e´tendue aux cas re´ductibles).
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